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N A S A  TT: F-'12,000 

SELECTION OF AN OPTIMUM MEANS OF REALIZ ING CONTROL 
ALGORITHMS FOR AIRCRAFT' COMPUTERS 

N.T.. Berezyuk 

ABSTRACT:  The a r t i c l e  deve lops  a method f o r  
de termining  an alg'orithm i n v o l v i n g  t h e  l e a s t  
ejomputational labor i n  t h e  r e a l i z a t i o n  of t h e  
t r a n s f e r  f u n c t i o n s  pf automat ic  c o n t r o l  sys tems  
on c o n t r o l  computers.  The method i s  based on 
t h e  theory  of graphs,  and t h e  r e s u l t s  are g i v e n  
i n  t h e  form of theorems. 

L e t  u s  e x a m i n e  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :  

A l g o r i t h m  (1) i s  o f t e n  e n c o u n t e r e d  when t h e r e  i s  n e e d  for r e a l i z i n g  
t r a n s f e r  € u n c t i o n s  o f  c e r t a i n  a u t o m a t i c  c o n t r o l  s y s t e m s  on c o n t r o l  
c o m p u t e r s .  C a l l i n g  b l  = a k + l ,  b2 = a k + 2 ,  ..., bk = a 2 k  i n  (11, w e  
h a v e  t h e  f o l l o w i n g :  

- . . - a  

L e t  u s  f o r m u l a t e  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a .  

Lemma I ,  I n  a n y  a l g o r i t h m  of t h e  t y p e  i n  (11, t h e  f o i l o w i n g  
' d e p e n d e n c e s  c a n  b e  o b t a i n e d :  

if t h e  c o e f f i c i e n t s  a o ,  a l , . . . ,  a2k are r e a l  n u m b e r s .  

i" 

gt Numbers i n  t h e  m a r g i n  i n d i c a t e  p a g i n a t i o n  i n  t h e  f o r e i g n  t e x t .  
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Proof .  lt t h e  c o e f f i c i e n t s  a0, a1 ).. . , a 2 k  a re  r e a l  numbers ,  
t h e n  w e  c a n  a l w a y s  f i n d  t h e  r a t i o  b e t w e e n  t w o  r e a l ' n u m b e r s ,  w h i c h  
w i l l  a l s o  b e  a r e a l  n u m b e r ,  i . e . ) '  

w h i c h  p r o v e s  t h e  l e m m a .  
e 

C o n s i d e r i n g  t h e  l e m m a  p r e s e n t e d ,  (1) c a n  b e  r e w r i t t e i  i n  t h e  
f o l l o w i n g  way: 

( 2 )  

The number o f  o p e r a t i o n s  i n  (1) a n d  ( 2 )  i s  t h e  same. However ,  l e s s  & 
m a c h i n e  t i m e  i s  s p e n t  i n  r e a l i z i n g  ( 2 1 ,  s i n c e  n o  t i f i e  i s  s p e n t  h e r e :  
i n  t r a n s f e r r i n g  i n t e r m e d i a r y  r e s u l t s .  We . w i l l  show t h i s  i n  t h e  
f o r m  o f  a s c h e m a t i c  d i a g r a m ,  h a v i n g  f i r s t  c o n s i d e r e d  c e r t a i n  d e f i -  
nitions. 

\ 
\ 

D e f i n i t i o n  I. We w i l l  c a l l  t h e  b e n d i n g  g r a p h  of t h e  a l g o r i t h m  
' a  t r e e 1  whose  r o o t s  a r e  t h e  f i n a l  r e s u l t s  a n d  whose  v e r g i c e s  a r e  

t h e  i n i t i a l  d a t a ,  i f  t h e  amount  o f  f i n a l  r e s u l t s  i s  l e s s  t h a n  t h e  

- 

'> B e r z h ,  K .  : T ' e o r i y a  g r a f o v  i y e y e  p r i m e n e n i y e ,  ' ( G r a p h  T h e o r y  
a n d  i t s  A p p l i c a t i o n s ) .  F o r e i g n  Language  P u b l i s h i n g  H o u s e ,  1962, 
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amount o f  i n i t i a l  d a t a .  M o r e o v e r ,  w e  w i l l  d e s i g n a t e  t h e  a d d i t i o n  
( s u b s t r a c t i o n ) o p e r a t i o n  i n  t h e  s c h e m a t i c  d i a g r a m  by  a s i n g l e  c i r c l e ,  
m u l t i p l i c a t i o n  by  t w o  c i r c l e s ,  a n d  a n  o p e r a t i o n  w i t h o u t  name b y  o n e .  
' c i r c l e  i n t e r s e c t e d  b y  a l i n e ,  w h i l e  t h e  i n i t i a l  d a t a  w i l l  b e  d e s i g - '  
n a t e d  by  l a r g e  d o t s .  

D e f i n i t i o n a I I .  If t h e  number o f  f i n a l  r e s u l t s  i n  t h e  a l g o r -  
i t h m  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  amount  o f  o r i g i n a l  d a t a ,  w e  w i l l  c a l l  t h e  
u n f o l d i n g  g r a p h  f o r  s u c h  a n  a l g o f , i t h m  a t r e e  whose  r o o t s  a r e  t h e  
i n i t i a l  d a t a  a n d  whose  v e r t i c e s  a r e  the .  f i n a l  r e s u l t s .  . 

The f o l l o w i n g  o b v i o u s  l e m m a  f o l l o w s  f r o m  t h e s e  d e f i n i t i o n s .  

Lemma I I .  Any a l g o r i t h m  w h i c h  h a s  more  f i n a l  r e s u l t s  t h a n  
0 

i n i t i a l  d a t a  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by a n  u n f o l d i n g  g r a p h ,  a n d  a n y  a l -  
g o r i t h m  whose  number  of  f i n a l  r e s u l t s  is  l e s s  t h a n  t h e  amoun t  of 
i n i t i a l  d a t a  c a n  be r e p r e s e n t e d  by a b e n d i n g  g r a p h .  

D 

A l l  t h e  a l g o r i t h m s  o f  t h e  t y p e  i n  ( 1 )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  by  
b e n d i n g  g r a p h s ,  a n d  t h e  r o o t  o f  t h e  t r e e  i s  o n e  f i n a l  r e s u l t . ,  

L e t  u s  map o u t  t h e  b e n d i n g  g r a p h s  f o r  a l g o r i t h m s  (1) a n d  ( 2 )  
( s e e  F i g u r e s  1 a n d  2 ) .  H a v i n g  a n a l y z e d  t h e m ,  w e  c a n  s e e  t h a t  t h e  
b e n d i n g  g r a p h  for ( 2 )  b e n d s  t o w a r u  t h e  r o o t  i n  a s t r a i g h t  l i n e ,  
w h i l e  t h e  g r a p h  i n  F i g u r e  1 d o e s  n o t  h a v e  a n y  s t r a i g h t - l i n e  p a t h  
b e t w e e n  t h e  l e f t  u p p e r  v e r t e x  a n d  t h e  r o o t .  However ,  a n y  d e v i a t i o n  
f r o m  a s t r a i g h t  b k n d i n g  l i n e  means c o n p u t a t i o n  of i n t e r m e d i a r y  r e -  
s u l t s  wh ich  mus t  b e  p r e s e r v e d  i n  t h e  s t o r a g e  o f  t h e  c o m p u t e r ,  a n d  a 
c e r t a i n  amount  o f  t i m e  mus t  b e  s p e n t  i n  t r a n s f e r r i n g  t h e s e  r e s u l t s .  
S u b s e q u e n t l y ,  ( 2 )  i s  r e a l i z e d  more q u i c k l y  t h a n  i s  ( 1 )  by  t h e  con-  
t r o l  c o m p u t e r .  

L e t  u s  f o r m u l a t e  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .  / 4 '  - 
Theorem. I n  a n y  a l g o r i t h m  w h i c h  i s  r e p r e s e n t e d  by  a b e n d i n g  

or u n f o l d i n g  g r a p h ,  t h e r e  i s  a n  o p t i m a l  p a t h  ( f r o m  t h e  p o i n t  o f  v i e w  

4 
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of  b e s t  r e a l i z a t i o n  of t h e  c o n t r o l  c o m p u t e r )  f rom t h e  v e r t i c e s  o f  
a t r e e  t o  i t s  r o o t ,  i f ' i t  i s  a b e n d i n g  g r a p h ,  a n d  f rom t h e  r o o t  t o  
t h e  v e r t i c e s ,  i f  i t  i s  a n  u n f o l d i n g  g r a p h .  

Proof. L e t  t h e r e  b e  s e v e r a l  o p e r a t i o n s  A ,  B ,  C, ..., t h r o u g h  
w h i c h  w e  s h o u l d  p a s s  f rom t h e  v e r t i c e s  t o  t h e  r o o t  of  a t r e e  (we 
w i l l  p r o v e  t h e  t h e o r e m  for t h e  b e n d i n g  c a s e ) .  For e a c h  p a i r  o f  op- 
e r a t i o n s  ( A ,  B ) , *  w e  know t h e  l a b o r  i n v o l v e d  i n  i t s  r e a l i z a t i o n  ( b y  
l a b o r  w e  mean t h e .  number o f  a d d i t i o n  o p e r a t i o n s  i n  O p e r a t i o n s  A 
a n d  B p l u s  t l i e ' n u m b e r  o f  i n t e r m e d ' i a r y  c o m p u t a t i o n  r e s u l t s  w h i c h  
m u s t  b e  p r e s e r v e d ' i n  s t o r a g e  d u r i n g  t h e  r e a l i z a t i o n  of  A a n d  B ) .  

0 

The g r a p h  o f  t h e  l e a s t  l F b o r - i n v o l v e m e n t  sho ,u ld  b e  a t r e e ,  
s i n c e ,  if i t  . c o n t a i n e d  a c y c l e ,  w e  s h o u l d  b e  a b l e  t o  i s o l a t e  o n e  
of  t h e  u n i t s  o f  t h i s  c y c l e  s o  t h a t  t h e  o p e r a t i o n s  s t i l l  r e m a i n .  
u n i t e d .  C o n s e q u e n t l y ,  w e  mus t  d raw m-1 l i n e s  i n  o r d e r  t o  u n i t e  m 
o p e r a t i o n s ,  ?... 

We w i l l  show t h a t  t h e  o p t i m a l  pa th '  c a n  b e  drawn by u s i n g  a" 
s i m p l e  r u l e  f o r  t h e  l a b o r  i n v o l v e d  i n  r e a l i z i n g  t h e  o p e r a t i o n s .  
F i r s t  o f  a l 1 , ' w e  w i l l  c o n n e c t  two o p e r a t i o n s  w i t h  t h e  l e a s t  l a b o r -  
i n v o l v i n g -  c o n n e c t i n g  l i n k  (we w i l l  c o n s i d e r  t h a t  t h e  l a b o r  i n  t h e  
o p e r a t i o n s  o c c u r s  i n  a l i n e  wh ich  c o n n e c t s  t h e m ) .  A t  e a c h  of t h e  
f o l l o w i n g  s t e p s ,  w e  w i l l  a d d  t h e  1,east amount  o f  l a b o r  i n  t h e  l i n k s  
w;; when t h i s  i s  c o n n e c t e d  t o  t h e  a l r e a d y - c o n s t r u c t e d  b r a n c h e s ,  no 
c y c l e  i s  d e v e l o p e d .  If t h e r e  a r e  s e v e r a l  l i n k s  i n v o l v i n g  t h e  same 
amount  o f  l a b o r ,  w e  w i l l  s e l e c t  a n y  o n e  o f  them.  Each  t r e e  0 w h i c h  
i s  t h u s  c o n s t r u c t e d  w i l l  Qe c a l l e d  a n  o p t i m a l  o n e .  .,The amount  o f  
l a b o r  i n v o l v e d  i n  i t  i s  e q u a l  t o  t h e  sum of  t h e  a m o u n t s  o f  l a b o r  
i n v o l v e d  i n  t h e  s e p a r a t e  l i n k s :  

i 

L e t  u s  p r o v e  t h a t  t h e r e  i s  RO o t h e r  t r e e  L c o n n e c t r n g  t h e  same 
v e r t i c e s  ( t h e  r o o t  w i t h  t h e  e x t r e m e  l e f t  v e r t e x )  w h i c h  c a n  i n v o l v e  
a l e s s e r  amount  'of l a b o r  t h a n  t h e  o p t i m a l  t r e e  0 .  L e t  L b e  t h e  
l e a s t  l a b o r - i n v o l v i n g  t r e e  c o n n e c t i n g  t h e  r o o t  t o  t h e  v e r t i c e s ,  a n d  
l e t  0 b e  a n y  o p t i m a l  t r e e .  We w i l l  a s s u m e  t h a t  t h e  b r a n c h e s  w 1 ,  
w 2 , . . .  
th.ey were c o n n e c t e d  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  0 .  I f  t h e  l e a s t  l a b o r -  
i n v o l v i n g ~ t r e e  ' L  d o e s  n o t  c o i n c i d e  w i t h  0 ,  t h e n  O . h a s  a t  l e a s t  o n e  /48 
b r a n c h  w h i c h  d o e s  n o t  b e l o n g  t o  L .  L e t  wk = ( A ,  B )  b e  t h e  f i r s t  
s u c h  " b r a n c h ,  a n d  i e t  @ ( A ,  B )  b e  t h e  c i z c u i t  o f  g r a p h  L which  con- 

t h e n  t h e  g r a p h  of  L + w i  w i l l  c o n t a i n  t h e  c y c l e  C = w i  t @ ( A ,  B ) ,  
, a n d ,  s i n c e  0 d o e s  n o t  h a v e  a n y  c y c l e s ,  c y c l e  C s h o u l d  c o n t a i n  a t  
galeast o n e  b r a n c h  w h i c h  d o e s  n o t  b e l o n g  t o  O ?  H a v i n g  removed t h i s  

of  t.he o p t i m a l  t r e e  0 a r e  numb'ered i n  t h e  sqme o r d e r  i n  w h i c h  

n e c t s  t h e  v e r t i c e s  o f ,  A a n d  B .  If t h e  b r a n c h  w;. i s  a d d e d  t o  L ,  . . .. -. 

. b r a n c h  w i ,  w e  c a n : a o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  t r e e : '  
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' T h i s  t r e e  h a s  t h e  same number of  v e r t i c e s  
o f  l a b o r  i n v o l v e d  i n  i t  i s  e q u a l  t o  

, 

' ,* S i n c e  L i n v o l v e s  t h e  l e a a t , p o s s i b l e  amount  

i However,  W; w a s  t h e  l e a s i  l a b o r - i n v o l v i n g  l i n k  when i t  w a s  a d d e d  t o  
01  , ' W 2  9 9 W i - 1  so  t h a t  n o  c y c l e s  were o b t a i n e d .  S i n c e  w e  also d 
n o t  o b t a i n  a n y  c y c l e  i n  a d d i n k ' t h e  b r a n c h  0; t o  t h e s e  b r a n c h e s ,  w e  
c a n  s e e  t h a t  

* ' S u b s e q u e n t l y , L '  a l s o  invo1,ves  t h e  minimum amount  o f  l a b o r ,  i . e . ,  

. 
T h u s ,  w e  h a v e  f o u n d  a n o t h e r  t r e e  L' i n v o l v i n g  t h e  minimum amount  o f  
l a b o r ,  w h i c h  h a s  o n e  more b r a n c h  t h a n  d o e s  L .  We c a n  r e p e a t  t h i s  
o p e r a t i o n  u n t i l  w e  f i n a l l y  o b t a i n  t h e  c o n n e c t i n g  t r e e  i n v o l v i n g  t h e  
minimum amount  o f  l a b o r  a n d  c o i n c i d i n g  w i t h  0 .  T h u s ,  0 ,  as  w e l l  a s  
a l l  t h e  o t h e r  o p t i m a l  t r e k s ,  a c t u a l l y  i n v o l v e  t h e  minimum amount  of  
l a b o r , ,  wh ich  p r o v e s  o u r  t h e o r e m .  

T r a n s l a t e d  f o r  t h e  N a t i o n a l  l A e r o n a u t i c s  a n d  S p a c e  A d m i n i s t r a t i o n  by: 
Aztec .Schoo1  of  L a n g u a g e s ,  I n c . ,  
R e s e a r c h  T r a n s l a t i o n  D i v i s i o n  (74) 
Acton, M a s s a c h u s e t t s ,  
NASw-1692, 

I 
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